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提高 全 民族 的 科学 素质 
一 一 序 (院士 科普 书 系 》 


人 类 走 到 了 又 一 个 千年 之 交 。 

人 类 的 文明 进程 至 少 已 有 六 千 余年 。 地 球 上 各 个 民族 
共同 创造 了 人 类 文明 的 灿烂 之 花 。 中 华文 明 同 古 埃及 文明 、 
古巴 比 伦 文明 古 印 度 文明 古 希 腊 文 明 等 一 起 ,是 人 类 文明 
的 发 源 地 。 

十 五 世纪 之 前 ,以 中 华文 明 为 代表 的 东方 文明 曾 遥 遥 领 
先 于 当时 的 西方 文明 。 从 汉代 到 明代 初期 ,中 国 的 科学 技术 
在 世界 上 一 直 领 先 长 达 十 四 个 世纪 以 上 。 在 那个 时 期 ,影响 
世界 文明 进程 的 重要 发 明 中 ,相当 部 分 是 中 华 民 族 的 贡献 。 

后 来 ,中 国 逐渐 落后 了 。 中 国 为 什么 落后 ? 近代 从 林 则 
徐 以 来 许多 志士 仁 人 就 不 断 提出 和 思索 这 个 历史 课题 。 但 
都 没有 找到 正确 的 答案 。 以 毛泽东 同志 、 邓 小 平 同 志 为 代表 
的 中 国共 产 党 人 作出 了 唯一 正确 的 回答 :中 国 落后 ,是 由 于 
生产 力 的 落后 和 社会 政治 的 腐朽 。 西 方 列强 对 中 国 的 欺凌 ， 
更 加 剧 了 中 国 经 济 的 落后 和 国家 的 衰败 。 而 落后 就 要 挨打 。 
所 以 要 进行 革命 ,通过 革命 从 根本 上 改变 旧 的 生产 关系 和 政 


治 上 层 建筑 ,为 解放 和 发 展 生 产 力 开辟 道路 。 于 是 ,就 有 了 
八 十 多 年 前 孙中山 先生 领导 的 辛亥 革命 ,就 有 了 五 十 年 前 我 
们 党 领导 的 新 民主 主义 革命 的 胜利 ,以 及 随后 进行 的 社会 主 
义 革命 的 成 功 。 无 论 是 革命 还 是 我 们 正在 进行 的 社会 主义 
改革 ,都 是 为 了 解放 和 发 展 生产 力 。 

邓小平 同志 提出 的 “科学 技术 是 第 一 生产 力 " 的 著名 论 
断 , 使 我 们 对 科学 技术 在 经 济 和 社会 发 展 中 的 地 位 与 作用 的 
认识 ,有 了 新 的 飞跃 。 我 们 应 该 运用 这 一 真理 性 的 认识 , 深 
刻 总 结 以 往 科学 技术 发 展 的 历史 经 验 , 把 我 国 科 技 事业 更 好 
地 推 向 前 进 。 中 国 古代 科技 有 过 辉煌 的 成 果 , 但 也 有 不 足 ， 
主要 是 没有 形成 实验 科学 传统 和 完整 的 学 科 体 系 , 科 学 技术 
没有 取得 应 有 的 社会 地 位 ,更 缺乏 通过 科技 促进 社会 生产 力 
发 展 的 动力 和 机 制 。 为 什么 近代 科学 技术 首先 在 文艺 复兴 
后 的 欧洲 出 现 , 而 未 能 在 中 国 出 现 ,这 可 能 是 原因 之 一 吧 。 
而 且 , 我 国 历史 上 虽然 有 着 伟大 而 丰富 的 文明 成 果 和 优良 的 
文化 传统 ,但 相对 说 来 ,全 社会 的 科学 精神 不 足 也 是 一 个 缺 
陷 。 鉴 往 开 来 ,继承 以 往 的 优秀 文化 ,弥补 历史 的 不 足 , 是 当 
代 中 国人 的 社会 责任 。 

在 新 的 世纪 中 ,中 华 民族 将 实现 伟大 的 复兴 。 在 一 个 占 
世界 人 口 五 分 之 一 的 发 展 中 大 国 里 ,再 用 五 十 年 的 时 间 基 本 
实现 现代 化 ,这 又 是 一 项 惊天 动 地 的 伟业 。 为 实现 这 个 光辉 


的 目标 ,我 们 应 该 充分 发 挥 社会 主义 制度 的 优越 性 ,坚持 不 
懈 地 实施 科教 兴国 战略 。 

科教 兴国 ,全 社会 都 要 参与 ,科学 家 和 教育 家 更 应 奋勇 
当先 ,在 全 社会 带头 弘扬 科学 精神 ,传播 科学 思想 ,倡导 科学 
方法 ,普及 科学 知识 。 科 教 兴国 也 要 抓 好 基本 建设 。 编 辑 出 
版 高 质量 的 科普 图 书 ,就 是 一 项 基本 建设 ,对 于 提高 全 民族 
的 科学 素质 ,是 很 有 意义 的 。 在 《院士 科普 书 系 》 出 版 之 际 ， 
写 了 上 面 这 些 话 ,是 为 序 。 
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一 九 九 九 年 十 二 月 二 十 三 日 


人 民 交 给 的 课题 
一 一 写 在 (院士 科普 书 系 ) 出 版 之 际 


世界 正在 发 生 深刻 的 变化 。 这 一 变化 是 20 世纪 以 来 科 
学 技术 革命 不 断 深入 的 必然 结果 。 从 马克 思 主 义 的 观点 看 
来 ,生产 力 的 发 展 是 人 类 社会 发 展 与 文明 进步 的 根本 动力 ; 
而 “科学 技术 是 第 一 生产 力 ”, 因 此 ,科学 技术 是 推动 社会 发 
展 与 文明 进步 的 革命 性 力量 。 从 生产 力 发 展 的 阶段 看 ,人 类 
走 过 了 农业 经 济 时 代 、 工 业经 济 时 代 , 正 在 进入 知识 经 济 
时 代 。 

知识 经 济 时 代 , 知 识 取 代 土 地 或 资本 成 为 生产 力 构 成 的 
第 一 要 素 。 知 识 不 同 于 土地 或 资本 ,不 仅仅 是 一 种 物质 的 形 
态 , 知 识 同时 还 是 一 种 精神 的 形态 。 知 识 , 首 先是 科学 技术 
知识 ,将 不 仅 渗 透 到 生产 过 程 、 流 通过 程 等 经 济 领域 ,同时 还 
将 渗透 到 政治 法 律 、 外 交 、 军 事 、 教 育 、 文 化 和 社会 生活 等 一 
切 领 域 。 可 以 说 ,在 新 的 历史 时 期 ,一 个 国家 、 一 个 民族 能 否 
掌握 当代 最 先进 的 科技 知识 以 及 这 些 科 技 知 识 在 国民 中 普 
及 的 程度 将 决定 其 国力 的 强 弱 与 社会 文明 程度 的 高 低 。 科 
技 创 新 与 科普 工作 是 关系 到 一 个 国家 、 一 个 民族 兴衰 的 


大 事 。 

对 于 我 们 科技 工作 者 来 说 ,我 们 的 工作 应 当 包含 两 个 方 
面 :发 展 科 技 与 普及 科技 ;或 者 说 应 当 贯 穿 于 知识 的 生产 、 传 
播 及 应 用 的 全 过 程 。 我 们 所 说 的 科普 工作 ,不 仅 是 普及 科学 
知识 ,更 应 包括 普及 科学 精神 和 科学 方法 。 

我 们 的 党 和 政府 历来 都 十 分 重视 科普 工作 。 党 的 十 五 
大 更 是 把 树立 科学 精神 、 掌 握 科学 方法 、 普 及 科技 知识 作为 
实施 科教 兴国 战略 和 社会 主义 文化 建设 的 一 项 重要 任务 提 
到 了 全 党 ,全 国人 民 和 全 体 科学 工作 者 的 面前 。 

正 是 在 这 样 的 背景 下 ,1998 年 春 由 科学 时 报社 (当时 叫 
“中 国 科 学 报社 ”) 提 出 创意 ,暨南 大 学 出 版 社 和 清华 大 学 出 
版 社 积极 筹划 ,会 同 中 国 科学 院 学 部 联合 办 公 室 和 中 国 工程 
院 学 部 工作 部 ,共同 发 起 (院士 科普 书 系 》 这 一 重大 科普 
工程 。 

1998 年 6 月 ,中 国 科学 院 与 中 国 工 程 院 “ 两 院 ” 院 士 大 会 
改选 各 学 部 领导 班子 《院士 科普 书 系 》 编 委 会 正式 成 立 , 各 
学 部 主任 均 为 编 委 会 委员 。 编 委 会 办 公 室 在 广泛 征求 意见 
的 基础 上 拟 出 150 个 “提议 书目 ”, 在 “两 院 ” 院 士 大 会 上 向 
1000 多 名 院士 发 出 题 为 《请 科学 家 为 21 世纪 写 科普 书 》 的 
“ 约 稿 信 ”, 得 到 了 院士 们 的 热烈 响应 。 在 此 后 的 半年 多 时 间 
里 ,有 176 名 院士 同 编 委 会 办 公 室 和 出 版 社 签订 了 175 本 书 
的 写作 出 版 协议 ,开始 了 《院士 科普 书 系 》 艰 辛 的 创作 过 程 。 


《院士 科普 书 系 》 的 定位 是 结合 当代 学 科 前 沿 和 我 国 经 
济 建设 与 社会 发 展 的 热点 问题 ,普及 科技 知识 、 科 学 方法 。 
科学 性 、 知 识 性 、 实 用 性 和 趣味 性 是 编写 的 总 要 求 。 

编写 科普 书 对 我 国 大 多 数 院士 来 说 是 一 个 新 课题 。 他 
们 惯 于 撰写 学 术 论 文 。 如 何 把 专业 的 知识 和 方法 写成 生动 、 
有 趣 、 有 文采 的 科普 读物 ,于 科技 知识 中 融入 人 文教 育 ,不 是 
一 件 容易 的 事 。 不 少 院士 反映 : 写 科普 书 比 写 学 术 专 著 还 
难 。 但 院士 们 还 是 以 感人 的 精神 完成 自己 的 书稿 。 在 此 过 
程 中 ,科学 时 报社 和 中 国 科学 院 学 部 联合 办 公 室 .中 国 工程 
院 学 部 工作 部 以 及 清华 大 学 出 版 社 、 嗓 南大 学 出 版 社 也 付出 
了 辛勤 的 劳动 。 

《院士 科普 书 系 》 首 辑 终于 出 版 了 。 这 是 人 民 交 给 科学 
家 课题 ,科学 家 向 人 民 交 出 答卷 。 江 泽 民 总 书记 专门 为 《 院 
士 科 普 书 系 》 撰 写 了 序言 ,指出 科普 是 科教 兴国 的 基础 工程 ， 
勉励 科学 家 、 教 育 家 “在 全 社会 带头 弘扬 科学 精神 ,传播 科学 
思想 ,倡导 科学 方法 ,普及 科学 知识 ”, 充 分 表达 了 党 的 第 三 
代 领 导 集 体 对 科普 的 重视 ,对 提高 全 民族 科技 素质 的 股 谣 
期 望 。 

《院士 科普 书 系 》 将 采取 滚动 出 版 的 模式 。 一 方面 随 着 
院士 们 的 创作 进程 ,成 熟 一 批 出 版 一 批 ; 另 一 方面 随 着 科学 
技术 的 进步 和 创新 ,不 断 有 新 的 题材 由 新 的 院士 作者 撰写 。 
因此 ,《 院 士 科 普 书 系 ) 将 是 一 个 长 期 的 、 系 统 的 科普 工程 。 


这 一 庞大 的 工程 ,不 但 需要 院士 们 积极 投入 ,还 需要 各 界 人 
士 和 广大 读者 的 支持 一 一 对 我 们 的 选 题 和 内 容 提 出 修订 、 完 
善 的 建议 ,帮助 我 们 不 断 提高 《院士 科普 书 系 》 的 水 平 与 质 
量 ,使 之 成 为 国民 科技 素质 教育 的 系统 而 经 典 的 读本 。 在 科 
学 家 群体 撰写 科普 书 方面 ,我 们 也 要 以 此 为 起 点 为 开端 , 参 
与 国际 竞争 与 合作 , 勇 攀 世界 科普 创作 的 高 蜂 。 


中 国 科学 院 院 长 
《院士 科普 书 系 ) 编 委 会 主任 


路 甬 祥 


2000 年 1 月 8 日 


自 序 


公众 对 于 数学 的 认识 ,多 半 来 自 初 等 的 算术 ,三 
角 之 类 。 如 何 让 公众 也 能 认识 高 等 的 微 积分 或 微分 
方程 ? 又 有 什么 方法 能 认识 它们 呢 ? 其 实 , 它 们 早 
在 初等 三 角 测 量 中 就 已 经 见 过 :一 个 微分 方程 所 做 
的 不 过 是 一 系列 三 角 测 量 的 总 和 。 因 此 ,用 三 角 测 
量 便 能 认 出 微分 方程 ,所 谓 温 故 知 新 。 这 种 认识 方 
法 曾 在 1997 年 《光明 日 报 》 和 和 《人民 日 报 》 上 宣传 过 ， 
逐渐 有 同行 采纳 了 这 种 方法 ,特此 致谢 。 
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看 图 求证 
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直观 图 形 的 代数 表达 - 
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数学 的 实用 目的 便 是 测量 。 最 
古老 的 一 个 例证 是 三 角 测 量 , 还 有 
一 个 便 是 微分 方程 。 后 者 是 干什么 
的 ? 其 实 它 所 做 的 不 过 是 一 系列 三 
角 测 量 的 总 和 。 因 此 ,认识 三 角 测 
量 , 便 能 认识 微分 方程 ,所 谓 温 故 知 
新 ,只 是 两 者 的 复杂 性 稍 有 区 别 : 前 
者 只 做 一 次 测量 ,后 者 要 做 一 系列 


测量 。 


院士 科普 书 系 


每 一 门 学 科 都 对 应 着 一 个 微分 方程 。 


图 0.1 


微分 方程 被 牛顿 、 莱 布 尼 菊 两 人 (图 0. 1) 创 造 以 
来 ,就 被 许多 科学 家 所 继承 使 用 ,甚至 每 一 门 学 科 都 
对 应 着 一 个 微分 方程 。 

例如 ,电磁 学 对 应 着 麦克 斯 韦 方程 (图 0. 2), 量 
子 力学 对 应 着 薛 定 齐 方 程 (图 0.3) ,即使 人 工学 也 对 
应 着 马尔 萨 斯 方程 (图 0. 9)。 


微分 方程 与 三 角 测 量 


微分 方程 对 大 众 的 生活 也 有 切身 的 影响 。 


Maxwell 方程 : 
eE,top— VXH=—J 
pHi+Y XE=0 


9p__ Nv: 
Birr 
图 0.3 


2002 年 暑期 ,西方 几 位 专家 来 华 访问 演讲 ,不 约 而 同 
的 是 ,他 们 的 讲 题 要 么 是 电磁 波 中 的 微分 方程 ,要 么 
是 量子 力学 中 的 微分 方程 。 这 是 为 什么 ? 他们 回 
答 : 无 论 是 手机 制造 公司 ,还 是 纳米 研究 公司 ,都 要 
他 们 解 出 这 些微 分 方程 。 

微分 方程 对 大 众 的 生活 也 有 切身 的 影响 ,比如 手 
机 (图 0. 2) 或 纳米 (图 0. 3) ,据说 都 有 微分 方程 在 
里 头 。 


院士 科普 书 系 


即使 人 文科 学 ,例如 托 尔 斯 泰 的 小 说 《战争 与 和 平 》 中 ,也 提 
出 运用 微 积 分 研究 历史 的 方法 。 


一 些 关系 国计民生 的 大 事 ,例如 发 生 在 我 国 
2000 年 的 人 口 预测 ,都 可 以 由 微分 方程 在 几 分 钟 内 
解决 。 即 使 人 文科 学 ,例如 托 尔 斯 泰 的 小 说 《战争 与 
和 平 ) 中 ,也 提出 运用 微 积 分 研究 历史 的 方法 。 所 以 
说 ,自然 科学 、 工 程 技 术 、 社 会 科学 和 人 文科 学 中 ,都 
用 得 上 微 积分 或 微分 方程 。 

中 学 只 讲 代数 方程 和 三 角 函 数 ,那么 什么 是 微 
分 方程 呢 ? 虽然 大 学 都 讲 了 , 但 对 一 般 公 众 来 说 还 
是 “ 深 不 见 底 ”( 或 一 知 半 解 ), 直 到 有 一 天 , 当 笔 者 听 
到 如 何 测量 树 高 的 议论 时 ,微分 方程 才 浮 出 水 面 。 
下 面 就 请 读者 共同 走 进 这 个 领悟 的 过 程 ( 图 0. 4)。 


图 0.4 
牛顿 、 莱 布 尼 茨 或 巴 罗 的 微 积 分 早已 写 在 了 教科 


书 中 ,但 写 的 不 等 于 想 的 ,他 们 怎么 想 
已 知道 ,后 人 只 能 赁 自己 的 经 历 谈心 得 。 


有 他 们 自 


油分 方程 与 三 角 测 量 


一 位 导游 与 游客 的 对 话 。 


一 天 ,笔者 在 一 棵 老 树 下 散步 , 听 到 下 面 的 
议论 。 

导游 :这 棵 老 树 年 年 都 在 长 高 ,每 年 都 有 测绘 人 
员 来 测 树 高 。 

游客 :一 棵 树 怎么 测 高 呀 ? BE ok (EL Hej ol IE 
去 吗 ? 

笔者 想 :中 学 生 都 知道 ,如 果 有 了 三 角 学 , 便 无 需 
砍 树 或 朴树 ,可 只 和 赁 一 个 虚拟 斜 边 的 斜率 来 测量 树 
高 呀 (图 0. 5)1 

但 同时 也 顿悟 :这 也 是 一 个 微分 方程 所 要 
做 的 。 


院士 科普 书 系 


斜率 在 三 角 测 量 中 是 最 重要 的 量 。 


图 0.6 
我 们 处 在 山坡 上 一 点 ,因为 近视 ,看 不 见 远方 。 


斜率 曲线 


图 0.7 
斜率 曲线 与 高 度 曲 线 合 二 图 为 一 图 (由 于 针 
率 在 三 角 测量 中 是 最 重要 的 量 , 将 它 一 一 记 
录 下 来 , 便 成 为 斜率 曲线 ) 。 


向 分 方程 与 三 角 测 量 


问题 : 测量 山高 能 不 能 不 必 穿 山 ， 只 赁 这 些 斜 率 呢 ? 


事实 上 ,如 果 我 们 面临 一 座 山 , 它 也 是 对 应 一 
个 直角 三 角形 ,不 过 有 着 弯曲 的 斜 边 ,或 山坡 
(图 0.6)。 

这 时 , 它 的 斜率 不 再 是 固定 不 变 的 。 如 果 假 
设 每 点 的 斜率 (这 只 涉及 曲山 坡 在 这 一 点 附近 的 
局 部 性 质 ) 都 是 已 知 的 ,那么 , 也 有 同样 的 测量 
问题 : 测量 山高 能 不 能 不 必 穿 山 ， 只 凭 这 些 斜 
率 呢 ? 

这 属于 曲 斜 边 三 角 学 (因为 基于 曲 斜 边 三 角 
形 ) ,实际 上 是 解 一 个 最 简单 的 微分 方程 :已 知 
山坡 上 各 点 斜率 (或 斜率 曲线 ) 求 山高 (或 高 度 曲 
线 , 图 0.7)。 


@ 最 简单 的 最 重要 , 它 标志 着 新 数学 的 诞生 。 
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初 识 牛 顿 一 菜 布 尼 英 公式 。 


高 度 


高 
底 边 | | 起 点 斜率 x 底 长 
面积 


令 左 图 收缩 成 一 段 , 在 一 段 曲 线 上 ,各 点 的 斜率 
差不多 相同 。 若 将 起 点 斜率 作为 这 一 段 的 余 
率 , 然 后 用 它 来 测量 ,给 出 这 一 段 的 高 度 增 量 一 
起 点 斜率 义 底 长 六 缩短 后 斜率 曲线 所 围 面 积 。 
各 段 测 量 的 总 和 便 是 
总 山高 一 针 率 曲线 所 国 面 积 
这 就 是 牛顿 一 菜 布 尼 英 公式 。 


微分 方程 与 三 角 测 量 
树 高 的 测量 导致 三 角 学 的 出 现 , 山 高 的 测量 导致 一 个 微分 
方程 的 出 现 。 现 实 ( 测 量 ) 推 动 数学 由 初等 进化 到 高 等 。 


所 以 将 微分 方程 比 作曲 斜 边 三 角 测 量 , 其 复 
性 便 可 跟 初 等 三 角 测 量 相 比较 :它们 都 是 sne, ， 
只 是 测量 的 次 数 有 所 不 同 。 

一 个 微分 方程 虽然 简单 (有 时 称 之 为 最 简单 
的 微分 方程 ), 但 极其 有 用 。 例 如 ,测量 一 些 曲 边 形 
的 面积 ,只 要 解 一 个 微分 方程 , 花 几 分 钟 。 否 则 ,如 
果 没 有 微分 方程 或 牛顿 一 莱 布 尼 芯 公式 ,就 需要 做 
无 数 个 算术 ,怎么 也 算 不 完 ,所 以 效率 有 天 壤 之 别 。 
这 就 是 发 明 微 分 方程 的 必要 性 。 

简 言 之 , 树 高 的 测量 导致 三 角 学 的 出 现 , 山 高 的 
测量 导致 一 个 微分 方程 的 出 现 。 可 见 ,现实 (测量 ) 
推动 数学 由 初等 进化 到 高 等 。 

现实 中 类 似 的 例子 很 多 ,例如 2000 年 我 国 的 人 
口 普查 ,发 动 全 民 挨 家 挨户 地 直接 数 , 花 了 一 年 多 数 
出 12. 66 亿 , 若 用 微分 方程 来 计算 ,一 个 大 学 生 只 花 
几 分 钟 ,算出 的 是 13. 45 亿 , 相 差不多 ,但 效率 有 天 
壤 之 别 。 这 就 是 发 明 微 分 方程 的 必要 性 的 实际 例子 
(图 0.9) 。 


院士 科普 书 系 


从 人 口 普 查看 发 明 微 分 方程 的 必要 性 。 


中 TRA 
lll 


一 边 是 发 动 全 民 挨 家 挨户 花 一 年 多 时 间 , 一 
边 是 一 个 大 学 生 解 一 个 微分 方程 (x 二 cu) 花 
几 分 钟 时 间 。 
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微分 方程 与 三 角 测 量 


数学 就 是 这 样 , 另 辟 途 径 , 获 取 效 率 。 


数学 就 是 这 样 , 男 辟 途径 , (例如 利用 斜率 或 增 
长 率 ) 获 取 效 率 。 

现在 ,我 们 可 以 向 公众 解答 微分 方程 的 所 作 所 
为 , 它 本 由 中 学 三 角 测 量 开发 出 来 ,但 已 不 限于 测量 
树 高 , 且 能 测量 许多 曲 边 形 的 面积 、 难 以 计数 的 人 口 
预测 ,等 等 , 均 无 需 直 接 做 无 数 个 算术 ,但 用 微分 方 
程 花 几 分 钟 就 可 以 算出 。 所 以 要 想 有 效率 ,就 要 学 
微 积 分 或 微分 方程 。 

本 书 分 为 两 部 分 ,第 一 部 分 为 看 图 识字 , 第 二 部 
分 为 看 图 求证 。 

本 书 的 素材 取 自 文献 L9 一 10]。 


看 图 识字 


1.1 由 测量 树 高 到 三 角 公 式 


图 1. 1 中 如 何 测 出 树 高 呢 ? 要 
不 要 把 树 砍 倒 或 者 息 上 树 测 量 一 
DE? 


和 油分 方程 与 三 角 测 量 


为 了 引入 微分 方程 ,问题 要 从 求 树 高 , 转 到 求 山高 。 


由 三 角 学 (或 正切 公式 ), 求 出 斜率 (tan0) ,然后 

乘 以 底 长 , 便 得 到 
高 二 斜率 X 底 长 CLT 

这 是 一 个 间接 但 省 事 的 方法 ,利用 斜率 这 一 数 
学 概念 ,避免 了 砍 树 或 候 树 。 这 足以 向 公众 充分 显 
示 数 学 的 作用 。 

通过 斜率 也 可 以 测 出 

HDK [1 HETE XK 

这 里 用 到 勾 股 定理 。 

这 里 也 可 以 看 到 精神 (或 概念 ,如 斜率 ,或 更 一 
般 地 以 下 各 节 涉 及 的 微分 学 和 积分 学 ) 会 在 现实 (或 
实际 ,如 测量 或 朴 山 ?中 出 现 。 


1.2 由 测量 山高 到 曲 斜 边 正 切 公式 


为 了 引入 微分 方程 ,问题 要 从 求 树 高 (图 1. 1)， 
转 到 求 山高 (图 1. 2) 。 

图 中 你 看 到 的 那个 曲 斜 边 的 直角 三 角形 代表 了 
一 座 山 ,简称 曲 斜 边 三 角形 。 那 么 ,如 何 测量 这 座 山 
的 高 呢 ? 还 能 不 能 利用 上 一 节 初 等 三 角 学 的 经 验 ， 
利用 斜率 概念 和 正切 公式 呢 ? 
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曲 斜 边 三 角 学 这 么 一 粒 “ 小 种 子 ”, 会 长 出 微分 方程 这 一 标 
“大 树 ”。 


1.2 

左 图 比 右 图 更 具有 代表 性 ,但 为 了 方便 ,下 
面 以 右 图 为 例 说 明 。 图 中 这 座 山 也 可 以 看 
成 一 个 直角 三 角形 但 有 曲 的 儿 边 。 这 时 ， 
研究 高 和 斜率 (变化 的 ) 之 间 的 关系 ,也 叫 
做 曲 斜 边 三 角 学 。 可 是 你 想得到 吗 ? dh 
边 三 角 学 这 么 一 粒 “ 小 种 子 ”, 会 长 出 微分 
方程 这 一 棵 “大 树 ”。 


上 述 两 个 问题 , 直 边 的 或 曲 边 的 ,都 是 测 高 。 但 
是 ,第 一 个 问题 ( 树 高 ) 遇 到 的 是 一 个 斜 边 为 直线 的 
直角 三 角形 (只 有 一 个 斜率 ,图 1.1), 而 第 二 个 问题 
(山高 ) 遇 到 的 则 是 斜 边 为 曲线 的 直角 三 角形 (有 不 
同 的 斜率 ,图 1.2)。 令 人 惊叹 的 是 ,后 一 个 问题 竟然 
打开 一 门 新 的 数学 ( 周 光 召 2 说 :提出 问题 标志 科学 
的 真正 进步 ), 这 门 数 学 就 是 微分 方程 。 它 是 自 牛 
顿 一 莱 布 尼 茨 以 来 ,人 们 努力 用 来 描述 一 切 科学 的 
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往 分 方程 与 三 角 测量 
所 有 的 科学 家 都 是 遵循 牛顿 一 菜 布 尼 医 踏 出 的 道路 往 前 


AR 


模型 。 在 牛顿 一 莱 布 尼 茨 之 前 ,人 们 只 知道 代数 方 
程 和 三 角 函 数 , 有 谁 用 过 微分 方程 呢 ? 开始 最 重要 
《即使 是 最 简单 的 微分 方程 ) ,所 以 ,牛顿 一 莱 布 尼 蒋 
就 太 了 不 起 了 ,可 以 说 后 来 所 有 的 科学 家 都 是 遵循 
牛顿 一 莱 布 尼 茨 踏 出 的 道路 往 前 走 的 。 

现在 ,我 们 将 一 个 微分 方程 看 作 是 由 初等 三 角 
学 推广 到 曲 斜 边 的 情形 , 它 同样 是 探讨 高 和 斜率 的 
关系 , 亦 即 曲 斜 边 的 正切 公式 : 给 定 各 点 斜率 求 


高 度 。 


1.3 曲 斜 边 是 否 会 有 正切 公式 


让 我 们 重复 上 一 节 的 问题 。 现 实 世 界 的 发 展 ， 
一 般 来 说 往往 不 是 直 的 而 是 曲 的 ,这 可 以 表示 为 一 
座 山坡 为 曲 的 山 ,或 者 一 个 斜 边 为 曲 的 直角 三 角形 。 
根据 三 角 测 量 ,我 们 必然 面临 一 种 推广 :能 不 能 不 必 
穿山 ,只 和 赁 斜率 这 个 数学 量 测 出 山高 (例如 在 某 处 ) 
呢 ? 首先 ,我 们 会 问 , 在 山坡 为 曲 的 情形 下 ,斜率 是 
什么 ? 
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朴 山 时 会 感觉 到 山坡 或 陡 , 或 平 , 或 升 ,或 降 , 或 有 山顶 ,或 
有 了 山谷。 将 这 些 感觉 变 成 数字 (或 定量 化 ) ,就 是 斜率 。 


图 1.3 
爬山 时 会 感觉 到 山坡 或 陡 , 或 平 , 或 升 , 或 降 ， 
或 有 山顶 ,或 有 山谷 。 将 这 些 感觉 变 成 数字 
(或 定量 化 ) ,就 是 斜率 。 后 者 用 于 描述 山坡 
BIGIR JeF He TS, U dE HEF, 
这 就 是 微分 学 , 它 实 际 见于 爬山 之 中 。 


在 曲山 坡 ( 曲 线 ) 一 点 上 , 找 一 条 直线 跟 该 点 附 
近 的 曲山 坡 ( 曲 线 弧 ) 靠 得 最 近 , 那 么 就 以 这 条 直线 
的 斜率 作为 曲山 坡 在 该 点 的 斜率 (图 1.4)。 这 条 直 
线 就 是 曲山 坡 在 这 一 点 的 切线 (更 直接 的 说 ,曲山 坡 
在 该 点 附近 被 换 成 这 一 点 的 切线 )?。 


D 切线 的 精确 定义 见 (2.2 节 ) 
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微分 方程 与 三 角 测 量 
曲 与 直 的 不 同 之 处 在 于 ,前 者 的 斜率 处 处 在 变 , 后 者 则 固定 


不 变 。 


图 1.4 
曲 与 直 的 不 同 之 处 在 于 ,前 者 的 斜率 处 
处 在 变 , 后 者 则 固定 不 变 。 
EK 
K 
1 
图 1.5 


因此 ,在 曲山 坡 上 ,不 同 的 点 可 以 有 不 同 的 斜 
率 , 见 图 1.4, 这 跟 笔 直 的 山坡 不 同 ,因为 那里 的 斜率 


是 固定 不 变 的 。 
如 果 我 们 随意 选取 曲山 坡 上 一 点 的 斜率 ,以 此 


来 测量 山高 ,那么 可 能 产生 大 的 误差 (图 1.5), 
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mm 


不 能 将 求 山 高 寄托 在 一 个 斜率 上 。 


图 1.6 
曲 斜 边 三 角形 和 虚拟 的 直 狼 边 三 角形 具有 
相同 的 斜率 (0) 高 和 底 长 。 


如 果 我 们 还 要 用 曲山 坡 的 斜率 来 测量 山高 , 那 
么 应 该 选取 哪 一 点 的 斜率 呢 ? 既然 预先 假设 有 一 
座 山 , 它 有 起 点 和 终点 ,连接 起 点 和 终点 有 一 条 割 
线 , 将 它 平行 移动 ,直至 与 曲山 坡 相 切 为 止 ,那么 这 
条 切线 的 斜率 , 按 定义 就 是 曲山 坡 在 这 一 点 的 斜率 
(图 1.6), 用 它 代 入 正切 公式 后 , 便 测量 出 
高 三 割 线 斜 率 X 底 长 
二 c 处 切线 斜率 X 底 长 (1. 2) 
公式 (1.2) 也 叫做 中 值 公式 ,属于 微分 学 , 它 回 
答 了 这 一 斜率 的 存在 性 ,但 又 抓 不 住 这 个 斜率 。 这 
就 好 像 警 察 知 道 必 有 嫌犯 ,但 又 抓 不 着 。 所 以 ,不 能 
将 求 山 高 寄托 在 一 个 斜率 上 。 


18 


和 注 分 方程 与 三 角 测 量 


华罗庚 讲 过 的 一 个 点 金 术 的 故事 。 


如 何 破 解 这 个 “案件 ” 呢 ? 牛 顿 一 莱 布 尼 芯 公 
式 , 或 积分 学 ,应 运 而 生 , 它 利用 处 处 存在 的 斜率 。 
换 句 话说 ,采用 地 毯 式 的 又 炸 , 而 不 是 去 抓 一 个 斜 
率 。 这 就 是 下 面 一 节 描 述 的 微 元 法 。 

在 这 儿 ,我们 需要 讲 一 点 "点 金 术 ?或 “发 明 术 ” 
(图 1.7)。 


图 1.7 

华罗庚 讲 过 点 金 术 (或 发 明 术 ) 的 故事 :有 位 神 
仙 来 到 人 间 , 用 手指 为 百姓 点 金 砖 。 多数 人 拿 
到 一 块 就 走 , 有 的 人 拿 到 二 块 、 三 块 才 肯 走 。 
最 后 一 个 人 ,等 到 第 九 块 还 不 走 。 神 仙 问 他 怎 
么 这 么 贪 ,他 说 金 砖 一 块 也 不 要 ,只 要 看 神仙 
的 手指 头 上 怎么 点 。 更 简短 的 话 是 在 萧 荫 堂 的 
演讲 中 :与 其 给 人 鱼 吃 ,不 如 教 人 钓鱼 。 


院士 科普 书 系 


第 一 步 : 化 整 为 零 。 


14 微 元 法 :构造 曲 斜 边 的 正切 公式 


解 题 过 程 ,或 称 为 发 明 术 的 四 部 曲 如 下 。 

令 整体 缩短 成 一 段 ,或 从 整体 取出 一 段 。 然 后 
就 在 这 一 段 中 求 高 度 增 量 (图 1. 8) 。 

第 二 步 :各 个 击破 

第 一 步 好 像 什 么 也 没有 得 到 : 曲 的 还 是 曲 的 。 
然而 ,在 充分 小 的 一 段 曲山 坡 ,各 点 的 斜率 差不多 相 
同 。 于 是 ,可 以 在 这 一 段 曲 山坡 上 任 取 一 点 (例如 起 
点 ) ,以 这 一 点 的 斜率 作为 这 一 段 曲山 坡 的 斜率 (图 
1.9)。 然 后 用 这 一 斜率 来 测量 这 一 段 曲 山坡 的 增 


20 


激 分 方程 与 三 角 测 量 


第 二 步 : 各 个 击破 。 


mid 
Kal 
咽 
人 楼 
EE 
LA 
图 1.10 
增 量 六 微分 三 角形 的 高 
=$} EX K (用 正切 公式 ) 
一 微分 ( 记 为 ) 


所 以 微分 跟 斜 率 也 差不多 (在 微分 学 中 ,斜率 比 长 
RER), 


量 , 虽 然 这 样 所 得 到 的 量 只 是 这 一 段 曲 山坡 中 切线 
的 高 (又 叫做 微分 ) ,而 不 是 这 一 段 曲 山坡 的 真 增 量 ， 
但 其 中 的 误差 应 该 很 小 (图 1. 10) 。 

上 述 过 程 有 些 抛 口 ,更 短 的 表达 见 图 1.9。 将 曲 
斜 边 三 角形 缩短 ,并 代 以 一 个 直 边 三 角形 , 它 相 切 于 
曲 斜 边 三 角形 , 称 为 微分 三 角形 。 后 者 的 高 是 可 测 
的 (借助 于 起 点 的 斜率 ) , 称 为 微分 ,这 个 可 测 的 微分 
与 曲 斜 边 三 角形 的 增 量 (不 可 测 ) 之 间 有 一 个 误差 ， 
而 且 分 得 越 细 ,误差 就 越 小 (图 1. 10), 
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院士 科普 书 系 


第 三 步 : 由 零 到 整 。 


这 第 二 步 是 解 题 的 关键 或 核心 ,也 是 最 有 创造 
性 的 部 分 ,这 里 将 一 段 曲 斜 边 换 成 起 点 的 一 条 切线 ， 
而 不 是 割 线 , 因 为 根据 前 面 约定 ,我 们 只 知道 切线 。 
如 果 换 成 割 线 , 则 要 用 到 微分 学 的 中 值 公式 ,无 法 确 
定 斜率 所 在 之 处 ,所 以 增加 了 麻烦 。 

下 面 的 几 步 就 比较 自然 了 。 

第 三 步 : 由 零 到 整 

各 段 微 分 的 总 和 便 是 总 山高 (图 1. 11) 。 

但 是 这 样 求 得 的 总 高 是 有 误差 的 ,这 个 误差 是 
由 各 段 微分 的 小 误差 之 和 组 成 的 。 我 们 当然 期 望 这 
个 总 高 还 会 接近 于 山 的 真 高 ,而 且 分 得 越 细 两 者 就 
越 接 近 。 但 这 是 一 个 大 胆 和 冒险 的 愿望 ,因为 由 小 


向 分 方程 与 三 角 测 量 


第 四 步 ; 取 极限 。 


误差 积累 起 来 的 总 误差 ,不 见得 还 是 很 小 ,除非 这 些 
小 误差 是 如 此 之 小 ,以 至 于 它们 加 起 来 之 后 ,总 误差 
还 是 很 小 。 对 此 我 们 放心 不 下 ,需要 有 一 个 精确 的 
证 明 ( 见 2.2 节 )。 中 学 程度 的 读者 暂时 只 要 知道 这 
一 点 即 可 : 即 由 微分 引起 的 小 误差 的 确 特别 小 ,例如 
只 有 一 亿 分 之 一 ,它们 即使 累加 一 万 次 ,总 误差 还 是 
万 分 之 一 ,仍然 足够 小 。 

第 四 步 : 取 极限 

现在 我 们 有 可 能 采用 微 元 法 来 消除 误差 :整体 
的 曲 斜 边 三 角形 被 分 割 成 无 穷 小 的 微分 三 角形 (所 
以 用 到 了 所 有 的 斜率 ) ,所 谓 微 元 。 结 果 , 第 三 步 中 
的 近似 等 式 变 成 了 等 式 : 

总 高 三 无 穷 小 微分 之 积 

这 里 ,积分 表示 无 穷 的 积累 。 谁 想得到 ,这 么 简单 的 
几 步 推理 ,已 经 候 上 了 微 积 分 的 顶点 一 一 牛顿 一 莱 
布 尼 茨 公式 (下 一 节 公 式 (2.1))? 由 于 它 的 组 成 单 
位 一 一 微分 ,是 一 个 初等 三 角 测 量 ( 正 切 公式 ), 因 此 
这 个 公式 也 就 解读 为 曲 斜 边 的 三 角 测 量 ( 正 切 公 
式 )。 从 形式 上 说 ， 

牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 = 正切 公式 之 积分 

所 以 ,牛顿 一 菜 布 尼 蒋 公式 和 正切 公式 之 间 的 
对 应 关系 如 下 。 我 们 将 正切 公式 一 节 一 节 地 堆 起 
来 , 堆 成 一 个 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 ;反之 , 若 将 牛 
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利用 局 部 的 ,初等 的 和 可 见 的 知识 ,可 以 建造 整体 的 、 高 等 
的 和 抽象 的 数学 大 厦 。 


顿 一 莱 布 尼 茨 公式 一 节 一 节 地 前 开 , 便 认 出 每 一 节 
正 是 正切 公式 。 见 图 1. 11。 一 堆 一 剪 ,原形 毕露 : 牛 
顿 一 莱 布 尼 茨 公式 的 底线 就 是 一 个 正切 公式 。 

上 述 四 部 曲 如 同一 幕 电 影 。 前 几 张 图 (图 1. 8， 
1.9,1.11) 反 映 了 求解 一 个 微分 方程 的 三 个 动作 ,第 
四 步 取 极 限 便 最 终 完 成 了 一 幕 电 影 , 即 牛顿 一 莱 布 
尼 蒋 公式。 但 是 所 有 图 形 被 还 原 到 最 简单 的 图 形 ， 
即 微分 三 角形 , 它 可 以 作为 一 粒 种 子 或 一 个 细胞 ,或 
一 幅 速写 。 正 是 这 一 张 简 图 抓 住 了 牛顿 一 莱 布 尼 蒋 
公式 的 基本 特征 、 基 本 功能 和 基本 的 复杂 性 。 这 是 
还 原 论 的 观点 ,一 切 还 原 到 原始 状态 ,是 可 靠 的 学 习 
方法 :利用 局 部 的 ,初等 的 和 可 见 的 知识 ,可 以 建造 
整体 的 、 高 等 的 和 抽象 的 数学 大 厦 。 

不 过 ,还 原 论 也 受到 了 质疑 。 物 理学 家 格 罗 
斯 "就 问 道 :是 否 应 该 怀疑 这 个 物理 学 的 根本 人 逻辑 ? 
是 否 保 持 一 个 开放 的 态度 ? 

现 将 本 节 内 容 总 结 如 下 :一 段 曲 斜 边 被 换 成 了 
起 点 的 切线 ,所 以 前 者 的 斜率 和 高 度 ( 还 有 弧 长 , 参 
见 2.7 节 ) ,也 就 按 后 者 来 确定 。 

以 上 几 节 属于 “看 图 识字 ”, 但 也 足以 抓 住 一 个 
微分 方程 (与 其 伤 其 十 指 , 不 如 断 其 一 指 ) 和 牛顿 一 
莱 布 尼 茨 公式 的 内 容 和 发 明 过 程 ,一 般 公 众 到 此 可 
以 告 一 段落 。 下 一 章 则 是 看 图 求证 (定量 化 ) 。 
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欧 拉 算法 和 牛顿 一 菜 布 尼 蒋 公式 同 出 于 一 张 图 ,它们 都 是 
基于 小 段 中 切线 的 高 。 


15 欧 拉 折线 方法 


在 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 取 极 限 之 前 ,上 一 节 中 
的 第 三 步 , 已 经 有 了 欧 拉 算法 的 思想 。 

但 还 可 以 进一步 用 一 条 连续 的 折线 来 追踪 连续 
的 曲线 在 每 一 节点 的 斜率 。 事 实 上 ,上 一 节 ( 第 三 
步 , 图 1.11) 中 间断 的 折线 可 以 通过 平移 换 成 连续 的 
折线 , 见 图 (1.12) 。 

这 两 种 算法 ,连续 的 和 间断 的 ,得 到 的 总 高 相同 。 
这 就 是 欧 拉 算法 的 来 源 。 所 以 , 欧 拉 算 法 和 牛顿 一 
莱 布 尼 茨 公式 同 出 于 一 张 图 ,它们 都 是 基于 小 段 中 
切线 的 高 。 近 似 算法 和 精确 公式 是 统一 的 : 
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院士 科普 书 系 


近代 数学 是 精确 公式 和 近似 算法 的 联合 ,两 者 不 可 偏 废 。 


欧 拉 算法 az 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 
但 是 ,后 者 仅 适 用 于 一 个 最 简单 的 微分 方程 (但 也 包 
括 可 以 化 成 这 个 形式 的 一 类 微分 方程 ,例如 “恰当 方 
程 ”, 见 布朗 的 书 趾 ) ,前 者 则 适用 于 更 多 的 微分 方程 
(参见 2.8 节 ) 。 
斯 特 朗 ”说 得 更 明确 :近代 数学 是 精确 公式 和 
近似 算法 的 联合 ,两 者 不 可 偏 废 。 
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看 图 求证 


微 积分 已 经 完全 几何 化 了 ,不 仅 
其 描述 ,也 包括 其 证 明 一 一 对 着 图 形 
找 证 明 。 


2.1 直观 图 形 的 代数 表达 


图 形 是 直观 的 ,而 代数 是 精确 
的 。 在 直观 的 观察 之 后 ,我 们 需要 代 
数 。 换 句 话说 ,直观 的 图 形 必须 表达 
成 代数 。 

如 果 曲 山坡 表达 成 函数 x(z[ 定 
义 在 区 间 [La,xz] 上 ,并 有 子 区 间 (z,t 十 


院士 科普 书 系 


图 形 是 直观 的 ,而 代数 是 精确 的 。 


-| 


2(DAt 


u(x)—u(a) 


图 2.1 
图 形 的 代数 表述 。 


Ai ,AL 为 其 长 度 ], 那 么 它 的 斜率 便 表 达 为 导数 
u (1) (其 定义 见 下 一 节 ), 且 子 区 间 起 点 的 切线 高 度 
表达 为 (1) At, 又 称 为 微分 (图 2. DD. 
总 高 差不多 是 微分 之 和 : 
u(x) —ula) 人 pe u (1)At 

取 极限 后 ,下 节 可 以 证 明 上 述 “近似 相等 " 变 成 了 “ 相 
等 ”: 

tad las [wa (2. D 
也 就 是 说 , 总 高 u(x) —ula) ES u (2) dt 的 积分 ， 


| wodz, 这 里 我 们 将 At Ber de, 有 时 ,也 记 微 分 
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微分 方程 与 三 角 测 量 


总 变化 是 微小 变化 (微分 ) 的 积分 ,积分 是 微分 的 反 运 算 。 


u(t)dt 二 du) (图 2.2)。 或 者 可 以 说 ,总 变化 是 微 
小 变化 (微分 ) 的 积分 ,积分 是 微分 的 反 运算 。 

公式 (2. 1) 就 是 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 , 它 包 含 了 
微分 、 积 分 及 其 关系 的 全 部 复杂 性 。 一 个 公式 包含 
一 门 课程 ,这 门 课程 就 叫做 微 积分 ,这 是 一 个 奇迹 0。 
现在 我 们 认 出 了 公式 (2. 1) 的 组 成 单位 ,微分 du(?) — 
u (1)dt, 不 过 是 初等 正切 公式 ,它们 的 积分 便 构成 曲 
斜 边 的 正切 公式 。 或 者 说 ,大 学 公式 被 解读 为 中 学 

欧 拉 算法 (图 1. 12) 表 达 为 


D 从 这 以 后 ,一 个 方程 包含 一 门 学 科 , 乃 是 科学 家 追求 的 目标 。 
例如 , 巷 定 刘 方 程 包含 了 量子 力学 ,麦克 斯 韦 方 程 包含 了 电磁 学 。 
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大 学 公式 被 解读 为 中 学 公式 的 积分 。 


wi = U Hu to) At 
Ie = u, u(t) At 
其 中 at hi C C Sl STe AL tin tis 0 = 
ula) vur Tula) Ml At=tie te RH AT DL, 
un =ulad + 2 FUD at 


这 是 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 (2.1) 在 有 限 情形 下 的 相 
似 物 。 

因此 这 两 个 公式 , 即 公 式 (2. 1) 和 (2. 2) ,是 统 
一 的 。 

中 值 公式 (1. 2) 可 表达 为 

u(x) —ula) =u (Ora), aKfEKr 

(2. 3) 

(AGE, CER € HAP AE PES AE FOU BAD LER «RAN AN A 
证 明 它 ,因为 它 只 是 一 种 存在 性 并 非 构 造 性 。 


(2, 2) 


2.2 精确 的 代数 证 明 


关注 图 1.9 的 一 段 。 在 这 一 段 中 存在 一 个 小 误 
差 。 问 题 是 ;是 否 这 个 局 部 误差 是 如 此 之 小 ,以 至 于 
其 和 一 一 总 误差 ,仍然 很 小 ? 对 此 ,我 们 放心 不 下 。 
这 需要 一 个 精确 (代数 ) 的 证 明 如 下 。 
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关于 误差 的 一 个 精确 (代数 ) 的 证 明 。 


UIHAD-uD) sl 


= 


u'(tAt 
gl 


1 上 Ai 


图 2.3 


图 2. 3 上 边 的 曲 斜 边 直角 三 角形 , 设 底 长 为 At， 
则 它 的 高 可 以 写成 下 面 的 增 量 : 
u(t + ALD) — ult) 
又 ,图 2.3 下 边 的 直角 三 角形 与 曲 斜 边 相 切 , 称 为 微 
分 三 角形 , 它 的 高 应 写成 
u (At 
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关于 误差 的 一 个 精确 (代数 ) 的 证 明 。 


IC A | 


u(tAt 


1 AL 


图 2.4 


即 微分 。 它 们 之 间 有 一 个 误差 , 记 为 sCAiD)AL( 图 2. 4)， 
则 有 
u(t AA) — ult) — wu (tAt = el(At)At (2.4) 
其 中 CAD 正好 是 差 商 和 微 商 的 误差 
u(t At) — u(t) 
At 


按 微 商 的 定义 ,s(CAbO 可 取 At 的 量 级 (例如 ,在 最 
简单 的 情形 ,或 初等 函数 的 情形 ,或 函数 充分 光滑 的 
情形 ) : 


u(t) 一 ECAb) 


| eC(Azt) |< CAt 人 
所 以 ,乘积 CAD At 有 双重 (或 高 阶 ) 的 小 误差 , 它 是 
如 此 之 小 以 至 于 加 起 来 之 后 ,仍然 很 小 : 


| De(ADAt IS PD) | CAL | At < CAtz 一 a) 
(2. 6) 
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经 过 证 明 的 牛顿 一 莱 布 尼 芯 公式 。 


其 中 用 到 了 底 长 Dl Ar — x 一 4。 所 以 代数 演算 使 图 
像 观察 精确 化 和 数量 化 ,小 误差 (高 阶 ) 的 积累 不 会 
导致 大 误差 出 现 。 现 在 我 们 可 以 放心 了 ! 
各 段 局 部 误差 [ 见 公 式 (2. 4)] 的 总 和 便 是 总 
误差 : 
uz) —ula) — Du WAt= DyelADAt (2.7) 
但 是 ,公式 (2. 7) 的 右边 为 At 的 量 级 [ 见 公 式 
(2.6)]。 而 且 , 它 跟 放 分 的 取 法 无 关 , 所 以 ,有 
we = u = [woar 


这 就 是 牛顿 一 莱 布 尼 欧 公式 。 

很 明显 ,局 部 性 质 w (2) 三 0 会 推出 全 局 性 质 
u(t?) 三 c, 即 图 形 为 平 的 。 类 似 地 ,w (7) 三 c 推出 图 形 
为 直 的 。 

初等 微分 方程 的 介绍 到 此 结束 。 昌 然 我 们 只 讲 
了 一 个 最 简单 的 微分 方程 ,其 他 的 微分 方程 (包括 它 
的 等 价 类 ,例如 “恰当 方程 ”, 见 布朗 的 书 ") 也 有 同 
样 的 精神 :利用 非 直 接 的 手段 达到 目的 。 
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牛顿 一 菜 布 尼 茨 公式 也 可 以 用 来 测量 面积 。 


2.3 面积 测量 


公式 (2.1) 的 右 端 ,无 穷 小 增 量 ( 或 微分 u (1) dz) 
的 积分 ,可 以 解读 为 斜率 曲线 uw 所 围 面 积 (所 以 求 高 
:只 需 用 到 斜率 w )。 若 反 过 来 看 , 求 高 u 的 公式 
《2.1) 也 可 以 解读 为 斜率 曲线 所 于 的 面积 公式 。 细 
讲 如 下 。 
已 知 斜率 ,可 以 绘 出 斜率 曲线 x DUI pil ER PT FEL 
积 可 以 用 微 元 法 来 计算 。 从 其 中 取出 一 窗 条 ,在 这 
一 窄 条 上 ,曲面 积 差不多 和 和 矩 形 面 积 ,w (1)At 相同 。 
后 者 恰好 等 于 原 曲 线 在 一 短 段 上 的 切线 高 ,或 微 
分 。 所 以 ,将 斜率 曲线 图 各 窗 条 上 的 矩形 面积 加 起 
来 , 便 得 原 曲线 的 总 高 (图 2. 5): 


KONT = u(x) —ula) 


所 以 , 原 曲 线 的 总 高 便 是 斜率 曲线 所 于 的 面积 。 或 
者 说 ,牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 也 可 以 用 来 测量 面积 
斜率 曲线 面积 = 原 曲 线 的 高 
而 无 需求 出 无 数 个 无 穷 小 矩形 面积 之 和 。 
类 似 于 微分 中 值 公 式 (2.3), 也 有 积分 中 值 


公式 : 
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斜率 曲线 和 高 度 曲 线 合 二 图 为 一 图 , 称 为 微 积分 的 万 能 图 。 


_ 


~ 


图 2.5 
儿 率 曲线 和 高 度 曲 线 合 二 图 为 一 图 , 称 为 微 
积分 的 万 能 图 。 

| rou fan, ascese 


这 里 只 用 到 单个 和 矩形。 聪明 ,但 靠不住 。 
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我 们 将 求 高 作为 积分 学 的 出 发 点 ,使 得 微分 和 积分 两 个 不 
同 概念 同时 出 现在 一 张 图 中 。 


2.4 微 积分 小 结 


一 般 教科 书 将 求 面 积 作为 积分 学 的 出 发 点 或 原 
动力 。 但 我 们 宁愿 将 求 高 作为 积分 学 的 出 发 点 ,使 
得 微分 和 积分 两 个 不 同 概念 同时 出 现在 一 张 图 中 
(图 2.1) ,特别 可 将 微分 方程 比 作曲 斜 边 三 角 学 ,从 
而 使 得 它 的 复杂 性 可 跟 初 等 三 角 学 相 比 (图 0. 8). 
我 们 还 将 求 面积 以 及 2.7 节 求 弧 长 ,还 有 1.5 节 欧 
拉 算 法 ,和 求 高 统一 在 这 一 张 图 里 (图 2. 5)。 结 果 ， 
这 一 张 图 包含 了 微 积分 的 全 部 内 容 , 可 称 为 微 积分 
的 万 能 图 。 简 言 之 ,如 果 要 做 小 结 ( 或 华罗庚 所 说 
的 由 厚 到 薄 ) , 那 就 是 这 张 图 了 。 


2.5 积分 回 到 微分 


上 节 已 经 看 到 ,斜率 曲线 所 围 的 面积 回 到 了 原 
曲线 的 高 。 更 一 般 地 用 函数 的 语言 , 即 函 数 f 的 积 
分 等 于 它 的 原 晒 数 ， 的 高 : 

[rar = ulr) —ula), uw =f 
因而 遇 到 函数 求 积 分 时 ,无需 作 无 数 个 算术 ,只 需要 
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聪明 的 原子 数 方法 不 是 处 处 可 用 的 ,一 般 不 得 不 用 策 方 法 ， 
即 去 做 无 数 个 算术 。 


找 出 原 函 数 u。 

找 一 个 函数 (例如 FiD) = 或 ex) 的 积分 ,不 过 
是 做 一 个 反 运 算 , 即 找 出 它 的 原 两 数 
例如 us) 二 三 -或 全 )。 在 教科 书 中 有 大 量 的 例 
子 , 说 明 这 种 原 函 数 是 找 得 到 的 。 

但 是 ,一 般 的 函数 /( 即 使 一 个 椭圆 ,参看 参考 广 
献 [6]) ,无 法 构造 出 初等 的 原 函数 ,所 以 ,聪明 的 原 
函数 方法 不 是 处 处 可 用 的 ,一 般 不 得 不 用 笨 方 法 , 即 
去 做 无 数 个 算术 。 


2.6 分 部 积分 


牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 


| (uw) dt = uv |E = ulo) vla) — ula) vla) 


和 微 商 乘法 公式 
(uv) = uv + uv’ 
结合 起 来 ,得 出 分 部 积分 公式 


| ad | | ed 
它 已 成 为 近代 微分 方程 及 其 算法 的 出 发 点 。 
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微 积分 的 万 能 图 中 ,还 包括 了 弧 长 的 测量 。 


27 弧 长 测量 


除了 高 度 和 面积 测量 ,图 2. 5 还 包含 了 弧 长 的 
测量 ,所 以 图 2. 5 是 微 积 分 的 万 能 图 。 
从 图 1.9 或 图 2.6 中 可 以 看 出 ,在 一 短 的 曲线 段 
上 , 弧 长 跟 切线 长 差不多 相同 ,后 者 可 用 勾 股 定理 ， 
即 利 用 切线 的 高 和 底 来 计算 : 
JAE FW CAD = VIF u WD Ai 
11 + tan?dAt 


Il 


v 
一 secû« At 
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BETH. 


归根 结 底 ,也 是 利用 斜率 。 然 后 ,各 短 段 切线 长 的 总 
和 便 是 总 弧 长 : 
s=| NEO (2.8) 
这 是 曲 斜 边 的 色 股 定理 ,因为 它 的 组 成 单位 只 是 初 
BDE EE 
举例 :求证 单位 圆 uw 0) — VI ELK 


== | de = | d arcsintdt 
Eddie dak 
这 里 用 到 公式 (2.8) 中 被 积 函数 


7 下 
V1 十 &x (ti = 
Mlt 


我 们 也 有 与 欧 拉 折线 算法 的 相似 物 ,但 现在 不 
是 求 高 woens MERK: 
= MI + fo) At 
ln = lb + M1+ f(t,)? At = YI 十 7 Ar 
求 高 . 求 长 及 其 欧 拉 算 法 ， pie Kadee 
是 切线 的 高 或 长 ,可 由 斜率 测量 。 有 一 格言 : 同 多 
于 异 。 
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欧 拉 算 法 公式 就 是 牛顿 一 菜 布 尼 茨 公式 在 有 限 情形 下 的 相 
似 物 ,但 它 可 以 推广 到 更 一 般 的 微分 方程 。 


2.8 更 一 般 的 微分 方程 


最 简单 的 微分 方程 , 即 求 山高 w(x) (图 2.8) 只 
需 利 用 斜率 或 微 商 
e= fl) 
其 中 uCO) =O 为 山脚 。 牛 顿 一 莱 布 尼 茨 公式 解 出 了 
山高 
utd [war 可 | rou 
欧 拉 算法 公式 (2. 2) 就 是 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 
在 有 限 情形 下 的 相似 物 , 但 它 可 以 推广 到 更 一 般 的 
微分 方程 ,例如 
uw = fUulD), ula) = ww 


u(x) 
O x 
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在 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 用 不 上 时 ,就 要 用 上 欧 拉 算法 了 , 它 
可 以 借助 计算 机 来 达到 令 人 满意 的 精度 。 


它 不 能 化 为 最 简单 的 微分 方程 形式 ,这 时 不 能 用 牛 
顿 一 莱 布 尼 茨 公式 解 出 ,因为 右 端 还 包含 有 u, BIER 
u 本 身 有 关 。 但 是 , 欧 拉 算法 照样 可 以 进行 下 去 : 
ua = Ut frs) Aln, Uo = Ula) 

可 见 , 欧 拉 算 法 比 起 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 ,是 更 一 般 
的 求解 工具 ,但 是 只 是 近似 的 解答 。 所 以 , 欧 拉 算 法 
是 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 的 重要 补充 ,在 牛顿 一 莱 布 
尼 茨 公式 用 不 上 时 ,就 要 用 上 欧 拉 算 法 了 , 它 可 以 借 
助 计算 机 来 达到 令 人 满意 的 精度 。 


2.9 ”人文 精神 


前 面 已 经 看 出 ,大 变化 是 小 变化 的 积分 。 这 大 
概 就 是 托 尔 斯 泰 在 《战争 与 和 平 光 "中 提出 的 历史 
观 , 特 全 文 引用 如 下 ?。 不 过 ,无 耐心 的 读者 可 以 跳 
读 它 的 最 后 一 段 小 结 。 

“人 类 的 聪明 才智 不 理解 运动 的 绝对 连续 性 。 人 
类 只 有 在 他 从 某 种 运动 中 任意 抽出 若干 单位 来 进行 
考察 时 , 才 逐 渐 理 解 。 但 是 , 正 由 于 把 连续 的 运动 任 
意 分 成 不 连续 的 单位 , 从 而 产生 了 人 类 大 部 分 的 
错误 。 


D 这 是 北京 大 学 刘 嘉 荃 教授 告诉 作者 的 。 
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大 变化 是 小 变化 的 积分 ,在 探讨 历史 的 运动 规律 时 ,情况 完 
全 一 样 。 


古代 有 一 个 著名 的 “诡辩 ,说 的 是 阿 奇 里 斯 永 
远 追 不 上 乌龟 ,虽然 他 比 乌龟 走 得 快 十 倍 : 阿 奇 里 斯 
走 完 他 和 乌龟 之 间 的 距离 时 , 马 龟 在 他 前 面 就 朴 了 
那个 距离 的 十 分 之 一 : 阿 奇 里 斯 走 完 着 十 分 之 一 的 
距离 时 ,乌龟 又 爬 了 那个 距离 的 百 分 之 一 ,如 此 类 
推 , 永 无 止境 。 这 个 问题 在 古代 人 看 来 是 无 法 解决 
的 。 阿 奇 里 斯 追 不 上 乌龟 这 个 答案 之 所 以 荒 雇 ,就 
是 因为 把 运动 任意 分 成 若干 不 连续 的 单位 ,而 实际 
上 阿 奇 里 斯 和 乌龟 的 运动 却 是 连续 不 断 的 。 

把 运动 分 成 愈 来 愈 小 的 单位 ,这 样 处 理 , 我 们 只 
能 接近 问题 的 答案 , 却 永远 得 不 到 最 后 的 答案 。 只 
有 采取 无 穷 小 数 和 由 无 穷 小 数 产 生 的 十 分 之 一 以 下 
的 级 数 , 再 求 出 这 一 几何 级 数 的 总 和 ,我 们 才能 得 到 
问题 的 答案 。 数 学 的 一 个 新 的 分 支 , 已 经 有 了 处 理 
无 限 小 数 的 技术 ,其 他 一 些 更 复杂 的 、 过 去 似乎 无 法 
解决 的 运动 问题 ,现在 都 可 以 解决 了 。 

这 种 古代 人 所 不 知道 的 新 的 数学 分 支 , 用 无 限 小 
数 来 处 理 运动 的 问题 ,也 就 是 恢复 了 运动 的 重要 条 
件 ,从 而 纠正 了 人 类 的 智力 由 于 只 考察 运动 的 个 别 
单位 而 忽略 运动 的 连续 性 所 不 能 不 犯 下 的 和 无 法 避 
免 的 错误 。 

在 探讨 历史 的 运动 规律 时 ,情况 完全 一 样 。 

由 无 数 人 类 的 肆意 行为 组 成 的 人 类 运动 ,是 连 
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是 另 一 个 事件 的 延续 。 人 们 肆意 行动 的 总 和 也 永远 不 能 用 一 个 
历史 人 物 的 活动 来 表达 。 


续 不 断 的 。 

了 解 这 一 运动 的 规律 ,是 史学 的 目的 。 但 是 ,为 
了 了 解 不 断 运动 着 的 人 们 肆意 行动 的 总 和 的 规律 ， 
人 类 的 智力 把 连续 的 运动 任意 分 成 若干 单位 。 史 学 
的 第 一 个 方法 ,就 是 任意 牛 来 几 个 连续 的 事件 ,孤立 
地 考察 其 中 某 一 事件 ,其 实 , 任 何 一 个 事件 都 没有 也 
不 可 能 有 开头 ,因为 一 个 事件 永远 是 另 一 个 事件 的 
延续 。 第 二 种 方法 是 把 一 个 人 、 国 王 或 统帅 的 行动 
作为 人 们 肆意 行动 的 总 和 加 以 考察 ,其 实 , 人们 肆意 
行动 的 总 和 永远 不 能 用 一 个 历史 人 物 的 活动 来 
表达 。 

历史 科学 在 其 运动 中 经 常 采 取 愈 来 愈 小 的 单位 
来 考察 ,用 这 种 方法 力求 接近 真理 。 不 过 ,不 管 历 史 
科学 采取 多 么 小 的 单位 ,我 们 觉得 ,假设 彼此 孤立 的 
单位 存在 ,假设 某 一 现象 存在 着 开头 ,假设 个 别 历史 
人 物 的 活动 可 以 代表 所 有 人 们 的 肆意 行为 ,这 些 假 
设 本 身 就 是 错误 的 。 

任何 一 个 历史 结论 ,批评 家 不 费 吹 灰 之 力 ,就 可 
以 使 其 土 朋 瓦解 ,丝毫 影响 都 不 会 留 下 ,这 只 要 批评 
家 选择 一 个 大 的 或 者 小 的 孤立 的 单位 作为 观察 的 对 
象 ,就 可 以 办 到 了 ;批评 家 永远 有 权利 这 样 做 ,因为 
任何 历史 单位 都 是 可 以 任意 分 割 的 。 

只 有 采取 无 限 小 的 观察 单位 


历史 的 微分 ， 
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将 不 可 测 的 大 系统 分 解 为 可 测 的 小 系统 ,后 者 的 小 误差 不 
会 积累 成 大 误差 。 


也 就 是 人 的 共同 倾向 ,并 且 运 用 积分 的 方法 (就 是 得 
出 这 些 无 限 小 的 总 和 ) ,我们 才 有 和 希望 了 解 历 史 的 
规律 。” 

这 大 概 也 是 管理 学 的 精神 :将 不 可 测 的 大 系统 
分 解 为 可 测 的 小 系统 ,后 者 的 小 误差 不 会 积累 成 大 
误差 。 

但 这 些 只 能 看 作 比 喻 ,多 少 有 些 牵 强 附 会 。 


2.10 现实 社会 


以 上 只 讲 了 微分 方程 的 几何 背景 ,或 者 说 将 几 
何 写 成 微分 方程 。 现 实 科 技 中 更 大 一 块 是 将 物理 定 
律 写 成 微分 方程 0。 生 物 学 、 经 济 学 等 也 是 如 此 , 见 
Ari BIC Hir va B, Mr HT AE BIE REE AS 
华 5 等 学 者 的 文献 。 这 里 只 讲 一 个 例子 ( 见 参考 文 
献 L11]) ,预测 人 口 增 量 不 必 发 动 全 民 挨 家 挨户 普查 
无 数 的 人 口 ,只 要 一 个 大 学 生 解 一 个 微分 方程 :根据 
1990 年 我 国人 口 总 数 为 11.6 亿 以 及 过 去 8 年 人 口 
平均 增长 率 是 1. 48%% ,今后 保持 这 个 增长 率 , 则 
2000 年 时 我 国人 口 数 的 预测 是 13. 45 亿 , 这 个 计算 


D 据 英 国 数学 家 阿 蒂 亚 ' 引 认为, 自 17 世纪 以 来 ,微分 方程 一 直 
是 数学 在 物理 世界 中 唯一 最 深刻 的 应 用 。 
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一 元 微 积分 ,就 像 一 部 爬山 学 ,从 描述 到 证 明 完 全 看 得 见 。 
多 元 微 积 分 的 主要 困难 在 于 缺乏 直观 。 


只 花 几 分 钟 。 但 跟 政 府 挨家 挨户 查 出 的 数字 12. 65 
亿 相 差 不 大 。 也 就 是 说 ,数学 可 以 作为 验证 现实 的 
一 种 又 快 又 省 的 方法 。 说 微分 方程 关系 到 国计民生 
的 大 事 ,并 非 天 方 夜 齐 。 这 就 是 为 什么 牛顿 一 莱 布 
尼 茨 说 "必须 解 微 分 方程 。 

与 人 口 预测 相似 的 有 气象 预报 。 在 此 引用 吴 文 
俊 王 的 描述 : “所谓 气象 预报 ,无 非 是 根据 过 去 一 段 
时 期 ,对 各 地 压力 温度、 降雨 量 等 的 实测 数据 ,以 及 
表达 气象 变化 规律 的 这 些 函 数 间 的 微分 方程 ,用 数 
学 方法 推算 出 今后 一 段 时 期 内 的 这 些 函 数 数值 ,以 
预报 气象 特征 而 已 。” 


2.11 多 元 函数 的 积分 公式 


一 元 微 积分 ,就 像 一 部 爬山 学 ,从 描述 到 证 明 完 
全 看 得 见 。 多 元 微 积分 的 主要 困难 在 于 缺乏 直观 。 
我 们 只 能 尽 可 能 保持 一 元 情形 的 直观 。 

在 一 元 情形 ,我 们 已 经 介绍 了 求 高 和 求 弧 长 的 
积分 公式 。 在 那里 ,我 们 利用 切线 斜率 w (7) ,而 不 
是 割 线 斜 率 , 来 求 高 u(?) ,以 及 弧 长 。 现 在 看 看 这 个 
切线 方法 可 否 应 用 到 多 元 微 积 分 上 , 即 如 何 也 用 切 
线 斜率 来 求 二 元 情形 的 高 w(x,y) ,以 及 曲面 面积 。 

1. 求 高 公式 
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二 元 求 高 公式 和 求 面积 公式 。 


如 果 曲 面 表 达成 函数 u Cr, y) (定义 在 区 域 
[La,z]X[2,y] 上 ) ,那么 曲面 (图 2.9) 在 P,Q 点 的 高 
度 差 可 表达 成 

u(Q) — ul(P) = ul(R) —u(P) 十 XCQ) — ul(R) 
即 横向 和 竖 向 高 度 差 的 和 。 这 时 ,我 们 只 需要 分 别 
使 用 (2. 1) 式 , 即 可 得 到 


UQ — ul(P) = [uxt drt ius, dy 
这 便 是 与 一 元 函数 相 类 似 的 “二 元 变 上 限 积 分 ” 


公式 。 


2. 求 面 积 公 式 
我 们 再 次 采用 微 元 法 ,把 曲面 分 片 ,在 一 片上 ， 
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将 复杂 的 东西 尽 可 能 地 、 合 理 地 简化 。 


Sagen > SAMPN 


2. 10 


曲面 被 换 成 切 平面 , 即 Sane = Samen (图 2. 10) ,而 不 
是 割 平面 。 上 面 的 几何 图 形 过 于 复杂 ,为 了 看 清楚 
它 的 本 来 面目 ,我 们 将 横向 和 竖 向 的 小 曲面 及 小 切 
平面 的 图 形 放大 ,并 加 上 相应 坐标 。 

现在 我 们 再 做 一 个 简化 , 即 AMPN 为 一 个 平行 
四 边 形 。 接 下 来 就 是 在 三 维 空间 中 计算 AMPN 的 
面积 了 。 利 用 中 学 的 求 面积 公式 ,可 以 计算 出 

Samen 一 A1 Hui Huse AxAy 
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本 书 仅仅 是 微分 方程 的 “沧海 ”中 之 一 “ 果 ”。 


它们 的 总 和 便 是 
S= | JL us wu drdy 


2.12 BRE 


到 此 ,我们 只 触及 最 简单 的 微分 方程 ,并 未 触及 
更 一 般 的 微分 方程 。 但 是 它 也 不 是 孤立 的 ,事实 上 
有 一 类 方程 (例如 所 谓 “ 恰 当 方 程 ”, 也 包括 应 用 数学 
中 最 重要 的 一 类 方程 ), 可 以 化 为 最 简单 的 微分 方程 
的 形式 。 因 此 ,它们 也 可 以 归结 到 牛顿 一 莱 布 尼 蒋 
公式 。 但 在 2.7 节 提 到 的 更 一 般 的 方程 ,就 不 可 能 
化 为 最 简单 的 形式 ,只 能 近似 求解 。 更 严重 的 是 ,在 
多 元 微分 方程 中 ,即使 是 特殊 的 类 型 ,也 要 用 到 复杂 
的 求解 公式 ,缺少 几何 直观 , 绝 大 部 分 都 无 法 求解 ， 
也 必须 发 展 近似 解法 。 所 以 ,本 书 仅仅 是 微分 方程 
的 “沧海 ”中 之 一 “ 票 *。 要 知道 微分 方程 理论 的 概 
貌 ,请 读 谷 超 府 的 综述 ;要 知道 微分 方程 应 用 的 概 
貌 及 前 景 , 请 读 鄂 维 南 的 演讲 "“ ; 若 要 知道 微分 方程 
的 近似 解法 ,参看 附录 B. 

亲爱 的 读者 ,科学 就 是 这 样 的 无 止境 , 旧 的 刚 明 
白 , 新 的 接 中 而 至 ,学 海 无 边 , 有 志 者 只 能 勇往直前 。 
试 试看 我 们 在 “ 序 ” 中 所 讲 的 认识 方法 ,看 看 这 些 新 
东西 过 去 是 否 也 有 过 ? 
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附录 A PACH mj Bt 


函数 空间 对 于 初学 者 过 于 抽象 ， 
如 何 认识 它 呢 ? 其实, 它 在 平面 几 
何 ,例如 两 点 以 直线 为 最 短 , 还 有 三 
角形 的 余弦 定理 中 ,就 已 经 见 过 。 所 
以 ,有 可 能 用 平面 几何 来 认识 函数 
空间 。 

中 学 已 开始 学 习 空 间 向 量 。 那 
里 ,一 个 向 量 由 三 个 分 量 表示 : 

U = (ui ,ts » Us) 


并 带 有 长 度 
lal = /2 


两 条 向 量 , 即 u 和 


U 一 (u 9 U ;Us ) 


微分 方程 与 三 角 测 量 


用 平面 几何 来 认识 函数 空间 。 


形成 了 一 个 三 角形 (图 AD ,其 中 第 三 条 向 量 
U— v= (u — U su — Ves 23 — vs) 
的 长 度 小 于 其 他 两 条 向 量 长 度 之 和 (两 点 之 间距 离 
以 直线 为 最 短 ) : 
lu—ovll S lul + lvl 
写成 代数 形式 有 


[Du < PN PI 
代数 语言 启 发 我 们 发 明 多 分 量 的 向 量 , 以 及 它 
们 之 间 的 关系 。 例 如 当 


U = (usus su) s v= (vi sUzs***s U») 


作为 两 条 多 分 量 的 向 量 , 也 应 该 有 长 度 


n n 
lul = /ow Wel = IDA 
1 一 1 i=l 


现在 可 以 发 明 下 述 不 等 式 
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EE 
沪 数 也 可 以 视 为 一 条 向 量 , 只 是 它 有 无 数 的 分 量 UWlt),t 从 0 
跑 遍 1。 


[Dw < [Da Ds 
虽然 这 需要 精确 的 证 明 。 所 亩 大 胆 发 明 小 心 证 明 。 
下 先 看 一 条 nn 段 
的 折线 (图 A2), 它 可 由 个 分 量 表示 : 
U = (uy Uo sy" Uu) 
上 分 量 越 来 越 多 ,极限 状态 应 视 为 一 个 也 数 , 它 有 具有 
Ek 


u= uw. OSS IJ 
即 函数 也 可 以 视 为 一 条 向 量 ,只 是 它 有 无 数 的 分 量 
xD (图 A3), 上 从 0 跑 遍 1。 
一 旦 函数 被 视 为 向 量 ,其 长 度 应 为 


Fr 
1 zl = Jema 


第 三 条 向 量 


微分 方程 与 三 角 测 量 


大 胆 发 明 , 小 心 证 明 。 


1 


ik 


U— v= (lult — vt), 0OZitiZ1) 


的 长 度 应 小 于 前 两 条 的 长 度 之 和 , 即 


1 1 ] 
[ao ora < [fera + void 


这 只 是 发 明 ,需要 精确 的 证 明 。 所 谓 大 胆 发 明 , 小 心 


证 明 。 

两 条 向 量 & 和 w 有 夹 角 0( 图 A4)。 根 据 余弦 定 
理 得 
luv = lul + el? —2 lul | vlcos0 
FIER ff RIK A 


53 


院士 科普 书 系 


重要 的 是 先 发 明 后 证 明 。 
hall? Wol [eol 
das ACNE 
写成 代数 
Duw 
cos 


或 
1 
| ul(t)v(t) dt 
cos0 一 : 2 
„(Pura „| vo) dt 
如 果 我 们 仍然 接受 
| cosO |< 1 


在 多 分 量 甚 至 无 数 分 量 的 空间 之 中 ,我 们 就 必须 接 
受 施 瓦 兹 不 等 式 


| DT uv; EREN 


1 1 1 
| „ewa | u? de /| vs)2dz 
0 0 0 


虽然 我 们 需要 精确 证 明 。 但 重要 的 是 先 发 明 后 
证 明 。 
为 了 证 明 施 瓦 效 不 等 式 ,让 我 们 引进 一 个 简便 
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内 积 与 范 数 。 


的 符号 
1 
wo) = Duo, = | udu 


这 被 称 为 一 个 ( 实 的 ) 内 积 , 因为 它 类 似 于 实数 的 
乘积 : 
(u,u) 20, (u,u) = 0Su= 0 
(u,v) — (v‚u) 
uwv) = (u,v) + (w,v) 
Causv) —ealu,v), Va 为 任意 实数 
这 些 性 质保 证 了 施 瓦 兹 不 等 式 的 成 立 : 定 义 一 个 由 
内 积 导 出 的 范 数 上 ，|: 
(uu) = [lu ll? 
然后 ,对 于 单位 向 量 & 和 w: 
lul = lvl =1 
根据 内 积 的 性 质 , 我 们 有 
utv| := lul? +2u,v) + | vl? 
一 2[1+ (u,v) 20 
所 以 
| (u,v) | 委 1 
对 于 更 一 般 的 向 量 w 和 w, 根 据 内 积 的 最 后 一 个 性 
质 , 我 们 有 
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代数 的 语言 使 大 学 的 分 析 变 成 了 简单 的 几 行 证 明 。 


或 者 

| (uv) |< lul Wvl 
这 就 证 明了 施 瓦 效 不 等 式 。 因 此 ,代数 的 语言 使 大 
学 的 分 析 变 成 了 这 么 简单 的 几 行 证 明 ! 
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附录 B 微分 方程 求解 和 
圆周 率 算 法 


微分 方程 有 的 算法 很 奇怪 , 如何 
认识 它们 呢 ? 其 实 , 它 们 在 圆周 率 的 
计算 时 ,就 已 经 见 过 。 所 以 ,有 可 能 
用 圆周 率 的 算法 来 认识 微分 方程 的 
求解 。 

现在 来 看 圆周 率 x 的 计算 : 将 单 
位 圆 的 半 周 长 x 用 内 接 正 n 边 形 的 
半 周 长 x, KEU B1) 。 计 算 结 果 
如 下 : 
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祖冲之 算 到 rz*3. 14159292, 精确 到 小 数 点 后 七 位 , 令 人 难 
以 置信 。 他 是 不 是 另 有 什么 更 快 的 算法 呢 ? 


6 3.0 

12 3. 105828541 
24 3. 132628613 
48 3. 139350202 
96 3. 141031951 
192 3. 141452472 


算 到 6 边 形 ,近似 值 3, 即 古书 说 的 “周三 径 一 
算 到 192 边 形 ,近似 值 3. 141 有 三 位 小 数 精确 。 所 
说 , 刘 徽 就 算 到 192 边 形 。 当 然 可 以 继续 算 下 去 ,但 
进展 很 慢 。 可 是 ,祖冲之 (公元 429 一 500) 算 到 re 
3. 14159292, 精确 到 小 数 点 后 七 位 , 令 人 难以 置信 。 
他 是 不 是 男 有 什么 更 快 的 算法 呢 ? 现在 知道 ,在 7, 
的 基础 上 可 以 产生 更 快 的 算法 。 将 相 邻 两 个 结果 作 
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为 什么 外 推 会 有 奇效 呢 ? 


外 推 : 
Blue Or id 


便 会 很 快 地 通 近 r; 若 继续 将 E Cr, ) A E Croo) 作 
外 推 : 


F? (ro,) 一 6ECr) Wy 
则 会 更 快 : 


n 站 En) E? (nn ) 


6 3.0 
12 3.105828541 3. 141104721 
24 3. 132628613 3. 14156197 3. 141592453 


可 见 , 用 96, 192 边 形 经 一 次 外 推算 出 的 结果 
(或 者 用 6,12,24 边 形 经 二 次 外 推算 出 的 结果 )， 相 
当 于 用 12288 边 形 硬 算 的 结果 , 它 已 精确 到 小 数 点 
后 七 位 ( 即 祖冲之 的 结果 )。 那 么 ,为 什么 外 推 会 有 
这 样 的 奇效 呢 ? (为 什么 叫做 外 推 呢 ? 因为 它 是 相 邻 
两 个 近似 值 连 线 后 向 外 延长 1/3。) 


41 
36 ge 
1 >b ba 上 + + * 
=bt gba) 9 


Sha pt 
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由 于 外 推算 法 仍然 立足 于 简单 的 逼近 法 ,而 且 只 用 很 少 的 
多 边 形 , 并 具有 有 高 精度 ,所 谓 事半功倍 ,是 一 种 高 效率 的 算法 。 


现在 回答 外 推 为 什么 有 效 。r, 有 一 个 表达 式 : 
se Ae 
A, = nsin 一 


后 者 可 以 由 泰勒 公式 来 展开 , 即 有 : 


8 Ì 2 5 1 上 7 1 6 
BN edge ale 于 
这 表明 ,x, MELDE) , 带 有 系数 于 ,上 且 知 x 


是 天 的 下 界 。 将 边 数 加 倍 后 ,有 


2 5 ! 7 6 
ak Ez) Elze) nl en 


那么 ， 将 后 式 乘 以 再 减 去 前 式 ,可 以 消去 主 项 
EEN 


1 
n 


Elm) 一 天 人 + 16 + 
高 了 两 阶 , 当 然 快 多 了 。 此 外 ,外 推 后 仍 是 下 界 。 

由 于 外 推算 法 仍然 立足 于 简单 的 通 近 法 (并 没 
有 将 方法 复杂 化 ) ,而 且 只 用 很 少 的 多 边 形 , 并 具有 
高 精度 ,所 谓 事半功倍 ,是 一 种 高 效率 的 算法 。 

令 人 惊奇 的 是 ,这 种 高 效率 的 算法 也 可 以 推广 
到 微分 方程 上 。 我 们 也 是 先 做 一 次 “7 边 形 ” 的 算法 ， 
然后 再 做 一 次 “2n 边 形 ” 的 算法 ,将 两 者 外 推 后 , 便 得 
出 一 个 更 快 的 算法 。 所 以 有 可 能 将 中 学 的 方法 开发 
到 大 学 中 。 
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节 水 农业 山 & HER 张 岁 岐 编著 
产业 大 观 朱 高 峰 著 
动物 的 运动 钦 俊 德 ” 著 
菌 物 世 界 漫 游 KR A 
地 球 上 最 重要 的 化 学 反应 一 一 光合 作用 HAR A 
运筹 惟 慢 ,决胜 千里 一 一 从 生态 控制 系统 工程 谈 起 KEN A 
梳理 人 、 事 、 物 的 纠纷 问题 分 析 方法 肖 纪 美 ” 著 
消除 血肉 之 灾 一 一 创伤 防治 EEE ”主编 
征战 癌 王 KR 著 
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人 类 认识 世界 的 五 个 里 程 碑 席 泽 宗 主编 
人 造 小 太阳 一 受 控 惯 性 约束 聚变 Ets] # 
中 子 一 一 打开 原子 能 时 代 的 金 钥 是 丁 大 钊 # 
加 速 器 与 科技 创新 WKK ”编著 


我 们 生活 在 磁 的 世界 里 一 一 物质 的 磁性 和 应 用 
章 综 主编 ZEK 著 


稀土 元 素 一 一 您 身边 的 大 家 族 KE 著 
奇异 的 光一 一 激光 Hats Ht 
人 类 的 灾难 一 一 核武 器 与 核 爆炸 FEL Alt ”编著 
变幻 流动 的 科学 一 一 多 相 流体 力学 HER 著 
模糊 性 一 一 精确 性 的 另 一 半 刘 应 明 任 平 # 
神奇 的 表面 工程 Bit & 
空 天 技术 与 材料 科学 Wik A 明 Hd 著 
泥土 中 的 铝 一 一 科技 腾飞 的 使 者 Bik # 
能 源 世界 之 窗 孙 兴 文 著 
石油 树 结 奇异 果 ERM HAR 著 
神奇 的 地 热 ERG HEL 编著 
海底 矿产 ARR H 
21 世纪 的 铁路 ESR TER 编著 
数字 地 球 与 测 给 宁 津 生 陈 军 REK 编著 
信息 化 社会 的 基石 一 一 计算 机 BXA 徐 明 著 
教 电脑 识字 一 一 浅 谈 汉字 识别 KA H 
天 堂 的 种 子 一 一 热带 作物 黄 宗 道 ”编著 


面 对 大 自然 的 报复 一 一 防 灾 与 减灾 
DRE 康 平 HAR HER 编著 


岩溶 一 一 奇峰 异 洞 的 世界 卢 耀 如 著 
妇女 保健 KA A 
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21 世纪 的 阳光 产业 一 一 生态 农业 金 鉴 明 FAA 编著 
工业 发 展 的 面包 一 一 芯片 沈 绪 榜 ”编著 
我 们 身边 的 超声 世界 ORR # 
地 下 城市 KLE PAR 编著 
坚韧 的 盾牌 一 一 中 国 筑城 史话 MER 徐 飞 MEL 编著 
生态 系统 浅说 HAR 李 飞 著 
还 我 大 自然 一 一 地 球 敲 响 了 警钟 李 星 学 王仁 农 编著 
胆石 病 一 一 一 个 外 科学 家 的 实录 黄志强 著 
飞行 的 金属 刘 业 翔 SRE FEE KAR 著 
玻璃 丝 的 神通 一 一 浅 谈 光纤 通信 RER A 


黄道 婆 走 进 现代 纺织 大 观 园 一 一 纺织 新 技术 、 新 工艺 和 新 设备 
EE HER A AM MEL 编著 


射线 束 和 材料 改 性 黄 祖 治 著 
化 学 污染 一 一 破坏 环境 的 元 凶 BRK RR 著 
癌症 有 那么 可 怕 吗 认识 癌症 ,为 了 防治 吴 曼 著 
揭 开 核武 器 的 神秘 面纱 BIER ” 陈 俊 祥 ” 华 欣 生 著 
人 类 的 诞生 与 进化 吴 汝 康 H 


氨 循 环 一 一 维系 地 球 生命 生生 不 息 的 一 个 自然 过 程 
KAR MAER 编著 
探索 地 球 内 部 的 奥秘 WEA HER 编著 
黄河 一 一 我 们 的 母亲 河 ERS 著 
金 矿 一 一 人 类 最 早 认识 和 利用 的 矿产 
涂 光 炽 ” 刘 乘 光 EAR A 
石油 人 类 文明 社会 的 血液 李德生 罗 群 著 
核能 一 一 无 穷 的 能 源 欧阳 予 主编 TA BER 编著 
营造 绚丽 多 彩 的 光世 界 一 一 发 光学 趣 谈 HRE ”编著 
先进 制造 技术 姚 福生 HEK Kk HEK 编著 
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返回 式 卫星 林 华 室 著 
脑 的 奥秘 KEK HBA 王 文 清 HER ”编著 
贵金属 一 一 周期 表 中 一 族 璀璨 的 元 素 
KOR KAN 李 关 芳 编著 
纺织 新 境界 一 一 纺织 新 原料 与 纺织 品 应 用 领域 新 发 展 
HES HER MFL 季 国标 编著 
农药 化 学 HER 杨 华 锋 ” 徐 本 立 编著 
工程 抗震 的 新 发 展 BEL REA 编著 
材料 世界 的 天 之 骄子 一 航空 材料 曹 春晓 HEE 编著 
离子 的 喷泉 一 一 电子 回旋 共振 离子 源 Wik HUIL H 
大 地 中 的 宝藏 一 实说 中 国 的 矿产 资源 
ERN KBE OKER HE 
Bl EK ERR HOE 编著 
光子 学 技术 一 一 信息 化 时 代 的 支撑 技术 
EER HUE 高 以 智 ”编著 
月 球 一 一 人 类 走向 深 空 的 前 哨 站 
KEEL HAR HAR 编著 
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中 老年 人 的 自我 保健 陈 可 费 Kk A 
需要 精心 呵护 的 气候 “EE KELE 周 家 斌 著 
微分 方程 与 三 角 测 量 林 群 著 
说 话 的 科学 技术 BAR 著 
现代 科技 与 战争 KBR KAA 编著 
话说 基因 ERD 潘 锋 徐 宁 志 编著 
颜 抖 的 地 球 一 一 地 震 科学 WAL 张 景 发 编著 


过 程 工业 与 清洁 生产 一 一 走 环境 友好 的 道路 
BRA HFR 编著 
药物 与 化 学 梁 晓 天 主编 


